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1. Введение
Интенсивное развитие вычислительной техни
ки, наблюдаемое на протяжении последних трех
десятилетий, стимулировало создание новых, а
также развитие формализма существующих мето
дов компьютерного моделирования процессов де
формации и разрушения материалов на различных
масштабных уровнях. В целом совокупность таких
методов может быть условно разбита на два класса:
методы механики сплошной среды (представлен
ные, главным образом, методом конечных разно
стей [1] и методом конечных элементов [2]) и мето
ды частиц. Последние также развиваются в рамках
двух основных направлений: методов динамики
частиц, в рамках которого дискретный элемент
определяется на основе использования функции
распределения плотности [3], и методов дискрет
ных элементов с явным учетом размеров и формы
элементов (методы «кундалловского типа») [4].
Адаптация методов частиц для решения задач
механики сложных гетерогенных материалов и
сред в значительной степени связана с разработкой
эффективных алгоритмов расчета условий на кон
тактных границах твердого тела, моделируемого
ансамблем элементов конечного размера. При
этом особенности задания граничных условий
определяются не только природой взаимодей
ствующих тел, но и характеристиками (в частно
стями, скоростями) деформационных процессов.
Важным классом задач механики структурно
неоднородных сред является изучение поведения
твердого тела (или ансамбля тел), частично или
полностью погруженного в среду с нулевым или
близким к нулю сопротивлением сдвигу. К таким
системам относятся, например, фрагменты литос
феры [5] или ледовые покровы водоемов [6], харак
теризующиеся наличием стесненных граничных
условий в плоскости «залегания» (подобные среды
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называют квазидвумерными блочными или плит
ными).
Следует отметить, что при решении динамиче
ских задач формализм граничных условий для твер
дых тел произвольной геометрии, контактирующих
с жидкостью, получил свое развитие, главным об
разом, в рамках методов механики сплошной среды
[2, 7]. В то же время, актуальным является перенос
данной методологии на дискретные методы меха
ники, в частности, методы «кундалловского типа»
(в случае методов динамики частиц могут быть ис
пользованы подходы, изложенные в [3, 8]).
В настоящей работе предложен достаточно про
стой и универсальный алгоритм расчета условий на
поверхности контакта твердого тела, моделируемо
го ансамблем частиц, с жидкой средой. Данный ал
горитм учитывает силу Архимеда и диссипативную
силу сопротивления жидкоподобной среды движе
нию тела. Предложенные граничные условия реа
лизованы в рамках формализма метода подвижных
клеточных автоматов [9, 10], который можно рас
сматривать как представителя методов частиц
«кундалловского типа».
2. Формализм граничных условий 
для поверхностей погруженного твердого тела, 
контактирующих с жидкой средой
2.1. Основные приближения
В рамках метода подвижных клеточных автома
тов деформируемое твердое тело моделируется ан
самблем дискретных элементов (клеточных авто
матов). Подвижный клеточный автомат, являясь
дискретным объектом «кундалловского типа»,
имеет конечные пространственные характеристи
ки (размер, форму, массу, момент инерции и т. д.).
В настоящей работе изложена реализация алгорит
ма граничных условий в двумерной версии метода.
Рассмотрено приближение, в рамках которого ис
ходное (недеформированное) тело описывается ре
гулярной плотной упаковкой автоматов (рис. 1, а)
одинакового исходного размера d на плоскости
(реализация алгоритма для другого типа упаковки,
а также распространение его на трехмерный случай
производится по аналогии).
В исходном (недеформированном) состоянии
автоматы имеют форму призмы высотой d и объема
Vca=√–3d 3/2 (рис. 1, б). В рамках данного рассмотре
ния ограничимся случаем хрупких твердофазных
материалов, изменение формы и размеров которых
в результате деформационных процессов является
незначительным. Для описания упругопластиче
ского отклика подвижного клеточного автомата
используется модель, аналогичная модели малых
упругопластических деформаций [11].
Реализация предлагаемого алгоритма расчета
условий на внешней поверхности погруженной в
жидкость части твердого тела связана с использо
ванием следующих «внешних» сил, действующих
на дискретные элементы (подвижные клеточные
автоматы) в дополнение к потенциальным и вяз
ким сил взаимодействия автоматов [10]:
1. Сила тяжести, ответственная за погружение те
ла. Данная сила действует на все элементы (по
движные клеточные автоматы), составляющие
твердое тело: Fgrav=m.g, где m – масса автомата,
g – ускорение свободного падения.
2. Гидростатическое давление жидкости, дей
ствующее только на автоматы, составляющие
часть поверхности твердого тела, контактирую
щей с жидкостью.
3. Сила сопротивления, ответственная за дисси
пацию кинетической энергии тела, движущего
ся в жидкости. Диссипативная сила также дей
ствует только на поверхностные автоматы твер
дого тела, контактирующие с жидкостью. В
первом приближении в качестве такой силы мо
жет использоваться только сила лобового со
противления жидкости.
Рис. 1. Определение: а) размеров и б) объема подвижных
клеточных автоматов в случае исходной плотной упа!
ковки на плоскости 
Отметим, что две последние силы действуют
также на поверхностные автоматы твердого тела,
контактирующие с воздушной средой, однако здесь
не учитываются ввиду относительной малости.
2.2. Расчет сил гидростатического давления жидкости 
на поверхностные элементы
Как объект конечного размера, клеточный ав
томат, моделирующий часть поверхности твердого
тела, может быть погружен в жидкость полностью
или частично. При этом на каждый малый участок
поверхности автомата dS, взаимодействующей с
жидкостью, действует гидростатическое давление
жидкости ph=ρж.g.h (ρж – плотность жидкости, h –
глубина), направленное по нормали к этому участ
ку. Суммарная сила определяется как интеграл со
ответствующих сил dFh=ph.dS по поверхности S
взаимодействия автомата с жидкостью. В случае
одиночного полностью погруженного подвижного




R=d/2 – эффективный радиус автомата, n6 – еди
ничный вектор, направленный противоположно
силе тяжести). В то же время, у автомата, модели
рующего некоторую часть поверхности твердого
тела, есть взаимодействующие с ним соседи (рас
сматриваемые пары автоматов могут находиться в
связанном состоянии, либо несвязанном, но контак
тирующем [9]). На соответствующие «грани» (пло
??
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щадки контакта с «соседями») гидростатическое
давление не действует. Поэтому результирующее




действующей на полностью погруженный поверх




существующих» вкладов ΔF6Aij (рис. 2):
(1)
где yi и yj – координаты центров масс взаимодей
ствующих автоматов i и j; hi>0 – глубина погруже
ния центра масс автомата i; Ni – количество взаи
модействующих с ним соседей автомата i; qij – рас
стояние от центра масс автомата i до поверхности
контакта с автоматом j; Sij – площадь поверхности
контакта в паре i–j; rij=qij+qji – расстояние между
центрами масс автоматов i и j; m6ji – единичный век
тор, направленный от центра масс автомата j к цен




total используется как дополнительный вклад в пра
вой части уравнения трансляционного движения
подвижного клеточного автомата i [9,10].
Рис. 2. Направления действия сил гидростатического давле!
ния (указаны стрелками) на свободные поверхности
автоматов i(xi,yi) и j(xj,yj)
Рис. 3. Различные конфигурации частично погруженного ав!
томата. Горизонтальной линией отмечен уровень
жидкости
В случае, когда одиночный (изолированный)
подвижный клеточный автомат частично погружен
в жидкость, выталкивающая (Архимедова) сила
равна FA0=ρжgVn (Vп – объём погруженной части ав
томата). Тогда ввиду призматической шестиуголь
ной формы автомата существуют две конфигура
ции (рис. 3), для которых Vп легко описать кусочно
заданной функцией h, таблица.
Так как подвижный клеточный автомат может
вращаться [9], в общем случае он будет распола
гаться под некоторым углом θ к положению 1
(рис. 3), и его объём Vп будет являться суперпози
цией «крайних» значений 1 и 2 при одинаковой ве
личине h: Vn=αV1+βV2. В первом приближении
можно положить β=(1–α)=2θ/π (0°<θ<30°).
В случае неизолированного (поверхностного)




читаются вклады ΔF6Aij, соответствующие поверхно
стям контакта с «соседями», аналогично тому, как
показано в (1). При этом, если площадки контакта
погружены не полностью, ΔF6Aij рассчитывается по
формуле (рис. 4):
где – погружен
ная часть «ребра контакта» автоматов.
Рис. 4. Определение погруженной части «ребра контакта»
автоматов i и j. Горизонтальной линией отмечен уро!
вень жидкости. Стрелки указывают направления дей!
ствия гидростатических сил
2.3. Расчет силы лобового сопротивления жидкости
В качестве диссипативной силы, ответственной
за торможение движущихся в жидкости тел, в рас
четах использовалась сила лобового сопротивле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Таблица. Функциональные зависимости объема погруженной части автомата
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Рейнольдса (Re) используется линейная, либо ква
дратичная зависимость силы лобового сопротивле
ния: F
6
df=–klinυ6 или F6df=–ksqrυυ6, где υ6– вектор ско
рости тела (в данном случае – подвижного клеточ
ного автомата). Первое приближение справедливо
при Re<40 (для рассматриваемой задачи это соот
ветствует u υ<10–3 м/с), второе – при 104>Re>40
[12]. При моделировании деформационных про
цессов в хрупком твердом теле, сопровождающих
ся возникновением повреждений и трещин, значе
ния скоростей автоматов могут изменяться в широ
ких пределах. Поэтому в зависимости от локально
го значения числа Рейнольдса для рассматривае
мого автомата должно использоваться то или дру
гое приближение.
Общая формула для расчета «квадратичной» си
лы сопротивления жидкости движению погружен
ного тела имеет вид F
6
df=–0,5CxρжSυυ6, где S – пло
щадь лобовой поверхности тела в направлении век
тора скорости движения υ6, Cx – коэффициент, учи
тывающий форму тела. В зависимости от формы
объекта Cx изменяется от 0,45 до 1,45. В первом
приближении для клеточного автомата величина
коэффициента Cx может быть положена постоян
ной и равной 1,528 (значение для цилиндра).
В случае изолированного полностью погружен
ного автомата площадь лобовой поверхности
варьируется между двумя «крайними» значениями,
соответствующими конфигурациям 1 и 2, описан
ным в пункте 2.2 (рис. 3):
(2)
где S1=S0√–3 соответствует положению 1, а S2=2S0 –
положению 2 (S0 – площадь поверхности контакта
двух недеформированных автоматов).
В рамках используемого приближения Cx=1,528
при расчете силы лобового сопротивления движе
нию частично погруженного неизолированного
(поверхностного) автомата его призматическая
форма заменяется цилиндром с радиусом основа
ния Reff=S/(4R). При этом площадь поперечного се
чения полностью погруженного цилиндра (сече
ния в направлении, перпендикулярном к плоско
сти расположения автоматов) совпадает с Sdrag, вы
числяемой согласно (2). Для расчета площади ло
бового сопротивления частично погруженного ав
томата осуществляется следующая последователь
ность операций:
• строятся две прямые, перпендикулярные векто
ру скорости (рис. 5); одна из них касающется
основания цилиндра в точке, к которой напра
влен вектор скорости (линия Lout на рис. 5), а
другая проходит через центр масс автомата (ли
ния Lin);
• находятся координаты точек пересечения осно
вания цилиндра (круга радиуса Reff) с прямой Lin
(точки 1 и 2 на рис. 5), а также с горизонтальной
линией поверхности жидкости (точки 5 и 6 на
рис. 5).
• вычисляются длины перпендикуляров из точек
1, 2, 5 и 6 к линии Lout (длины соответствующих
отрезков обозначены на рис. 5 как r1, r2, s1, s2);
• находятся минимальные отрезки в парах (r1,s1) и
(r2,s2), которые и определяют длину ldrag отрезка
линии Lout, соответствующего ребру лобовой по
верхности автомата в плоскости (X,Y); на рис. 5
этот отрезок ограничен точками 7 и 4.
• площадь лобовой поверхности определяется
как Sdrag=ldrag.2R.
В случае, когда какойлибо взаимодействую
щий сосед j автомата i закрывает часть его лобовой
поверхности, площадь «закрытой» части вычитает
ся из Sdrag:
Здесь Sidrag и lidrag – площадь и длина ребра лобо
вой поверхности клеточного автомата i; индекс j
нумерует взаимодействующих соседей автомата i,
находящихся перед его лобовой частью; Nidrag – чи
сло таких соседей; определение угла ϕij приведено
на рис. 6.
Рис. 5. Определение лобовой поверхности частично погру!
женного в жидкость цилиндра радиусом Reff. Гори!
зонтальной линией отмечен уровень жидкости
Рис. 6. Определение угла ϕij между вектором скорости авто!
мата i и линией, соединяющей центры масс в паре i–j
Для малых чисел Рейнольдса (Re<102) исполь
зуем формулу, описывающую силу лобового сопро
тивления для шара радиуса r (закон Стокса):
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df=–klinυ6=–6πμжr.υ6, где μж – вязкость жидкости.
Поскольку подвижный клеточный автомат имеет
другую форму, при нахождении klin используем сле
дующее приближение: klin=AμжReff. Из равенства
«линейной» и «квадратичной» сил сопротивления
при Re=40 коэффициент A для клеточного автома
та i определяется как Ai=15,28SidragR 2eff и в общем слу
чае зависит от времени.
Таким образом, в рамках «цилиндрического»
приближения выражение для силы лобового со
противления движению в жидкости автомата i со








зуется в качестве дополнительного вклада в правой
части уравнения трансляционного движения по
движного автомата i.
3. Тестовые расчеты 
и апробирование граничных условий
Корректность предложенного алгоритма расче
та граничных условий для методов частиц «кундал
ловского типа», реализованного в рамках метода
подвижных клеточных автоматов, проверялась в
ряде тестовых численных расчетов. В частности,
рассматривались следующие задачи:
• всплытие полностью или частично погружен
ных в воду тел (моделируемых ансамблем кле
точных автоматов) симметричной и несимме
тричной формы с различной плотностью, ори
ентированных различным образом;
• торможение полностью или частично погру
женных в воду тел, обладающих начальным им
пульсом.
Анализ результатов моделирования показал их
качественное и количественное согласие с аналити
ческими оценками, а также результатами наблюде
ний и натурных экспериментов, проводимых на
блоках льда озера Байкал. В частности, в случае ле
довых блоков толщины 0,75 м равновесная глубина
погружения в воду составляла около 90 % от их тол
щины, что соответствует аналитическим расчетам,
результатам наблюдений и известным литератур
ным данным [13]. Погруженные тела, ось симме
трии которых была ориентирована перпендикуляр
но линии уровня жидкости, всплывали вертикаль
но; в других случаях, по мере всплытия, они начи
нали поворачиваться как целые вплоть до перевора
чивания в положение, соответствующее наиболее
низкому положению их центра тяжести. Характери
стики диссипации кинетической энергии тел в воде
также соответствовали аналитическим оценкам.
Полученные результаты свидетельствуют о кор
ректности предложенных граничных условий и воз
можности их использования для различных задач,
связанных с моделированием методами частиц по
ведения твердых тел в жидкости.
Отметим, что развитые граничные условия бы
ли использованы авторами при численном модели
ровании методом подвижных клеточных автоматов
деформационных процессов на конвергентных
границах в модельной плитной среде (а именно,
ледовом покрове крупного водоема) и образования
деформационных структур субдукционного типа
[14]. Значительный интерес к экспериментальному
и теоретическому изучению фрагментов ледового
покрова Байкала, проявляемый в последние годы,
связан с тем, что с точки зрения реологии, блочно
го строения и динамики поведения он представля
ет собой среду, качественно подобную литосфере
[6], хотя и более простую. Это дает возможность
апробировать на ледовом покрове различные моде
ли, впоследствии применяемые для теоретического
изучения крупных фрагментов земной коры.
Моделирование с применением описанных гра
ничных условий позволило получить некоторые
важные результаты, касающиеся возможных меха
низмов образования и режимов функционирования
деформационных структур субдукционного типа
[14]. В частности, показано, что в результате обра
зования таких структур величина силы сопротивле
ния сжатию снижается на порядки. Это оказывает
значительное влияние на кинематику плитной си
стемы в целом. Результаты моделирования и дан
ные экспедиционных исследований 2006–2008 гг.
на ледовом покрове озера Байкал [6, 14] подтверди
ли возможность реализации механизма иницииро
вания субдукции на «подготовленных» конвергент
ных границах в литосфере, связанного с процесса
ми фрагментации земной коры.
Заключение
В работе предложна достаточно простая и эффек
тивная реализация алгоритма расчета граничных
условий на поверхности контакта твердого тела, мо
делируемого методом частиц, с жидкой средой.
Предложенные граничные условия, учитывающие
влияние гидростатического давления жидкости и
диссипативную силу сопротивления движению
твердого тела, реализованы в рамках одного из мето
дов частиц «кундалловского типа», а именно метода
подвижных клеточных автоматов. Результаты тесто
вых расчетов подтвердили корректность принятых
граничных условий, что позволило использовать их
для компьютерного моделирования деформацион
ных процессов в одном из представителей класса
специфических квазидвумерных блочных геологи
ческих сред, покоящихся на жидкоподобном осно
вании (в ледовом покрове водоемов).
Изложенный алгоритм должен рассматривать
ся только как первое (базовое) приближение,
область применения которого ограничивается изу
чением относительно медленных деформацион
ных процессов и малых деформаций твердого тела.
Его дальнейшее развитие может быть связано, в
частности, с реализацией в рамках других матема
тических моделей упругопластического деформи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рования твердого тела, а также с учетом динамиче
ских процессов в жидкой среде (распространени
ем в жидкости колебаний, что можно осуществить,
например, по аналогии с [2], и наличием потоков).
Предложенный в работе подход к реализации гра
ничных условий в рамках методов частиц может
быть модифицирован для случая контакта твердо
го тела со средой, обладающей низким, однако от
личным от нуля модулем сдвига. Такие условия яв
ляются более корректными, например, при моде
лировании деформационных процессов в литос
фере.
Работа выполнена в рамках интеграционных проектов СО
РАН № 27 и 87, проекта № 3 программы Президиума РАН № 16,
а также при поддержке грантов РФФИ (№ 060564792а) и
Фонда содействия отечественной науке.
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